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Abstrat. As it is known, nitely presented quivers orrespond to Dynkin
graphs (Gabriel, 1972) and tame quivers  to extended Dynkin graphs (Donovan
and Freislih, Nazarova, 1973). In the artile "Loally salar reresentations
of graphs in the ategory of Hilbers spaes"(Fun. Anal. and Appl., 2005)
authors showed the way to tranfer these results to Hilbert spaes, onstruted
Coxeter funtors and proved an analogue of Gabriel theorem fol loally salar
(orthosalar in the sequel) representations (up to the unitary equivalene).
The ategory of orthosalar representations of a quiver an be onsidered
as a subategory in the ategory of all representations (over a eld C). In the
present paper we study the onnetion between indeomposable orthosalar
representations in the subategory and in the ategory of all representations.
For the quivers, orresponded to extended Dynkin graphs, orthosalar
representations whih annot be obtained from the simplest by Coxeter funtors
(regular representations) are lassied.
Ââåäåíèå
Áîëåå 30-òè ëåò íàçàä (ñì. [1℄) â ðàáîòàõ È.Ì. åëüàíäà, Â.À. Ïîíîìàðåâà,
Ï. àáðèåëÿ è àâòîðîâ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðÿä ïðîáëåì ëèíåéíîé àëãåáðû
(âîçíèêøèå â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé àëãåáð, òåîðèè ãðóïï è ìîäóëåé Õàðèø
×àíäðà) äîïóñêàþò ñîäåðæàòåëüíîå èçó÷åíèå êàê íà íàèâíîì ÿçûêå ïðèâåäå-
íèÿ íàáîðîâ ìàòðèö òåìè èëè èíûìè äîïóñòèìûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, òàê è
â êàòåãîðíî-óíêòîðíûõ òåðìèíàõ. Îòìåòèì ïðåäñòàâëåíèÿ êîë÷àíîâ è ÷à-
ñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ. Áûëî äîêàçàíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî êîíå÷íî-
ïðåäñòàâèìûå (ðó÷íûå) êîë÷àíû ñîîòâåòñòâóþò ãðààì (ðàñøèðåííûì ãðà-
àì) Äûíêèíà.
Â [2℄ áûë óêàçàí ïóòü ïåðåíåñåíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íà ïðåäñòàâëåíèÿ
êîë÷àíîâ â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ïîñòðîåíû óíêòîðû Êîêñòåðà è
äîêàçàí àíàëîã òåîðåìû àáðèåëÿ [3℄ äëÿ ëîêàëüíî-ñêàëÿðíûõ ïðåäñòàâëåíèé
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êîë÷àíîâ (â äàëüíåéøåì ìû çàìåíèì òåðìèí "ëîêàëüíî-ñêàëÿðíûå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ" [2℄ íà òåðìèí "îðòîñêàëÿðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ", ñ÷èòàÿ åãî áîëåå óäà÷-
íûì). Â [2℄ äîêàçàíî, ÷òî ó êîë÷àíîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñøèðåííûì ãðà-
àì Äûíêèíà, ðàçìåðíîñòè íåðàçëîæèìûõ îðòîñêàëÿðíûõ ïðåäñòàâëåíèé íå
îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè (êàê ñëåäóåò èç [4℄-[6℄ ðàñøèðåííûå ãðàû Äûí-
êèíà ñðåäè íå êîíå÷íî ïðåäñòàâèìûõ è òîëüêî îíè íå èìåþò áåñêîíå÷íîìåð-
íûõ íåðàçëîæèìûõ îðòîñêàëÿðíûõ ïðåäñòàâëåíèé). Ìû äà¼ì îïèñàíèå íåðàç-
ëîæèìûõ îðòîñêàëÿðíûõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ ðàñøèðåííûõ ãðàîâ Äûíêèíà
(ñì. òåîðåìû 1-3), óêàçûâàÿ íå òîëüêî íà èõ ñõîäñòâî, íî è íà îòëè÷èå îò
íåðàçëîæèìûõ ïðåäñòàâëåíèé òàêèõ ãðàîâ â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ (ñì.
çàìå÷àíèå 2).
1. Î íåðàçëîæèìîñòè â êàòåãîðèè ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíà è å¼
ïîäêàòåãîðèè îðòîñêàëÿðíûõ ïðåäñòàâëåíèé
Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è àêòû (ñì. [7℄) îá îðòîñêàëÿðíûõ ïðåä-
ñòàâëåíèÿõ êîë÷àíîâ. Êîë÷àí Q ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí Qv, |Qv| = N , è ìíî-
æåñòâîì ñòðåëîê Qa íàçûâàåòñÿ ðàçäåë¼ííûì, åñëè Qv =
◦
Q
⊔ •
Q, è äëÿ ëþáîé
α ∈ Qa å¼ íà÷àëî tα ∈
◦
Q è êîíåö hα ∈
•
Q. Êîë÷àí Q îäíîêðàòíûé, åñëè ïðè
α 6= β ëèáî tα 6= tβ , ëèáî hα 6= hβ . Âåðøèíû èç
◦
Q áóäåì íàçûâàòü ÷åòíûìè,
èç
•
Q  íå÷¼òíûìè.
Ïóñòü m =
∣∣ •Q∣∣, n = ∣∣ ◦Q∣∣, •Q = {i1, i2, . . . , im}, ◦Q = {j1, i2, . . . , jn}. Ïðåä-
ñòàâëåíèå T êîë÷àíà Q ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåðøèíå i ∈ Qv êîíå÷íîìåðíîå
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî T (i), à ñòðåëêå α : j → i, α ∈ Qa ëèíåéíîå îòîáðàæå-
íèå Tij : T (j)→ T (i).
Ïðåäñòàâëåíèå T îäíîêðàòíîãî ðàçäåë¼ííîãî êîë÷àíà ïðè èêñèðîâàí-
íûõ áàçèñàõ ïðîñòðàíñòâ T (i), i ∈ Qv, ìîæíî àññîöèèðîâàòü ñ ìàòðèöåé, ðàç-
äåë¼ííîé íà m ãîðèçîíòàëüíûõ è n âåðòèêàëüíûõ ïîëîñ, ò.å. áëî÷íîé ìàòðè-
öåé
T =
[
Til,jk
]
k=1,n, l=1,m
.
Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Til,jk = 0, åñëè íå ñóùåñòâóåò α ∈ Qa òàêîé, ÷òî
tα = jk, hα = il.
Ïóñòü RepQ  êàòåãîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíà Q, îáúåêòû êîòî-
ðîé åñòü ïðåäñòàâëåíèÿ, à ìîðèçì ïðåäñòàâëåíèÿ T â ïðåäñòàâëåíèå
T˜ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé C = {Ci}i∈Qv ,
Ci : T (i)→ T˜ (i), òàêèõ, ÷òî äëÿ êàæäîé α ∈ Qa  tα = j, hα = i äèàãðàììà
T (j)
T (α)−−−−→ T (i)yCj yCi
T˜ (j)
eT (α)−−−−→ T˜ (i)
(1)
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êîììóòàòèâíà, ò.å. CiTij = T˜ijCj .
Ïóñòü ïðåäñòàâëåíèÿ T, T˜ çàäàíû ìàòðèöàìè
T =
[
Til,jk
]
k=1,n, l=1,m
è T˜ =
[
T˜il,jk
]
k=1,n, l=1,m
Ââåä¼ì ìàòðèöû A = diag{Ci1 , Ci2 , . . . , Cim}, B = diag{Cj1 , Cj2 , . . . , Cjn}. Òî-
ãäà èç êîììóòàòèâíîñòè äèàãðàìì (1) ñëåäóåò
AT = T˜B. (2)
Áóäåì â äàëüíåéøåì ãîâîðèòü, ÷òî C = (A,B).
Ïóñòü H  êàòåãîðèÿ óíèòàðíûõ (êîíå÷íîìåðíûõ ãèëüáåðòîâûõ) ïðî-
ñòðàíñòâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rep(Q,H) ïîäêàòåãîðèþ â RepQ, îáúåêòû êîòîðîé
åñòü ïðåäñòàâëåíèÿ T , äëÿ êîòîðûõ T (i)  óíèòàðíûå ïðîñòðàíñòâà (i ∈ Qv),
à ìîðèçìû C : T → T˜  òå èç ìîðèçìîâ â RepQ, äëÿ êîòîðûõ, êðîìå (1),
êîììóòàòèâíûìè áóäóò è äèàãðàììû
T (j)
T (α)∗←−−−− T (i)yCj yCi
T˜ (j)
eT (α)∗←−−−− T˜ (i)
(3)
ò.å. áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà
AT = T˜B, BT ∗ = T˜ ∗A (4)
Ïðåäñòàâëåíèÿ T, T˜ èç RepQ (ñîîòâ., èç Rep(Q,H)) ýêâèâàëåíòíû â RepQ
(ñîîòâ., â Rep(Q,H)), åñëè íàéä¼òñÿ îáðàòèìûé ìîðèçì C : T → T˜ . Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî T è T˜ ýêâèâàëåíòíû â Rep(Q,H) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè
óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíû (ñì., íàïðèìåð, [8℄), ò.å. îáðàòèìûé ìîðèçì ìîæíî
âûáðàòü ñîñòîÿùèì èç óíèòàðíûõ ìàòðèö Ci.
Îáîçíà÷èì
−→
Ti =
[
Ti,j1 ;Ti,j2 ; . . . ;Ti,jn
]
, T ↓j =


Ti1,j
Ti2,j
.
.
.
Tim,j

 .
Ïðåäñòàâëåíèå T ðàçäåëåííîãî îäíîêðàòíîãî êîë÷àíà Q èç êàòåãîðèè
Rep(Q,H) íàçîâ¼ì îðòîñêàëÿðíûì, åñëè êàæäîìó i ∈ Qv ñîïîñòàâëåíî âåùå-
ñòâåííîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî χi, è âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
−→
Ti · −→Ti∗ = χiIi ïðè i ∈
•
Q, (5)
T ↓∗j · T ↓j = χjIj ïðè j ∈
◦
Q, (6)
çäåñü Ii  ìàòðèöà åäèíè÷íîãî îïåðàòîðà â T (i). Îðòîñêàëÿðíîé áóäåì íàçû-
âàòü è ìàòðèöó ïðåäñòàâëåíèÿ T .
Â îïðåäåëåíèè ïðåäñòàâëåíèé êîë÷àíà Q â H ìîæíî áûëî áû îòêàçàòñÿ
îò êîíå÷íîìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ T (i), ðàñìàòðèâàÿ è áåñêîíå÷íîìåðíûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Q (îðòîñêàëÿðíî) êîíå÷íîïðåäñòàâèì â H, åñëè âñå
åãî îðòîñêàëÿðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðàñïàäàþòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó (êîíå÷íóþ
ëèáî áåñêîíå÷íóþ) êîíå÷íîìåðíûõ ïðåäñòàâëåíèé, ðàçìåðíîñòè íåðàçëîæè-
ìûõ ïðåäñòàâëåíèé îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè è â êàæäîé ðàçìåðíîñòè ÷èñ-
ëî íåðàçëîæèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ñ äàííûì õàðàêòåðîì êîíå÷íî.
Îïðåäåëèì êàòåãîðèþ Repos(Q,H) êàê ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ â
Rep(Q,H), îáúåêòû êîòîðîé åñòü îðòîñêàëÿðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ êîë÷àíà Q.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç RGv ëèíåéíîå âåùåñòâåííîå ïðîòðàíñòâî èç íàáîðîâ
x = (xi) äåéñòâèòåëüíûõ ÷èåë xi (i ∈ Gv), ýëåìåíòû x èç RGv áóäåì íàçûâàòü
G-âåêòîðàìè.
Îðòîñêàëÿðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ T ðàçäåë¼ííîãî îäíîêðàòíîãî êîë÷à-
íà Q ñîïîñòàâèì äâà N -ìåðíûõ G-âåêòîðà (N = m + n): ðàçìåðíîñòü
d = {d(j)}j∈Qv ïðåäñòàâëåíèÿ T , ãäå d(j) = dimT (j), è õàðàêòåð χ =
{χ(j)}j∈Qv , χ(j) = χj îïðåäåëåíû âûøå (ñì. (5), (6)). Äâà îðòîñêàëÿðíûõ
ïðåäñòàâëåíèÿ T è T˜ ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå óíèòàðíûå ìàò-
ðèöû U = diag{Ui1 , Ui2 , . . . , Uim} è V = diag{Vj1 , Vj2 , . . . , Vjn}, ÷òî
UT = T˜ V, èëè
T˜il,jk = UilTil,jkV
∗
jk
Ïðåäñòàâëåíèå T áóäåì íàçûâàòü øóðîâñêèì (brik) â êàòåãîðèè RepQ
(ñîîòâåòñòâåííî Rep(Q,H), Repos(Q,H)), åñëè åãî êîëüöî ýíäîìîðèçìîâ â
ýòîé êàòåãîðèè îäíîìåðíî (èçîìîðíî C). Î÷åâèäíî, åñëè T  øóðîâñêîå
ïðåäñòàâëåíèå, òî T íåðàçëîæèìî (â ñîîòâåòñòâóþùåé êàòåãîðèè). Åñëè T 
íåðàçëîæèìîå â êàòåãîðèè Rep(Q,H), òî îíî â íåé øóðîâñêîå. Äåéñòâèòåëüíî
àëãåáðà A = EndT åñòü êîíå÷íîìåðíàÿ ∗-àëãåáðà. Åñëè C = (A,B) ∈ EndT
òî C∗ = (A∗, B∗). Åñëè C ∈ RadA, òî CC∗ = (AA∗, BB∗) ∈ RadA è CC∗ 
íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò, ïîýòîìó AA∗, BB∗ íèëüïîòåíòíûå è ïîëîæèòåëüíûå
îïåðàòîðû. Çíà÷èò, C = (0, 0), è àëãåáðà A ïîëóïðîñòàÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
àëãåáðà A  ëîêàëüíà, êàê àëãåáðà ýíäîìîðèçìîâ íåðàçëîæèìîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ. Çíà÷èò, A ≃ C.
Ïðåäñòàâëåíèå T êîë÷àíà Q íàçûâàåòñÿ òî÷íûì åñëè T (i) 6= 0 ïðè
âñåõ i ∈ Qv. Íîñèòåëåì ïðåäñòàâëåíèÿ T íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî QTv = {i ∈
Qv | T (i) 6= 0}. Õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî íà íîñèòåëå
QTv ïðåäñòàâëåíèÿ (è íåîäíîçíà÷íî âíå íîñèòåëÿ). Åñëè Q
T
v = Qv, òî õàðàê-
òåð îðòîñêàëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî è îáîçíà÷àåòñÿ χT ,
â îáùåì ñëó÷àå îáîçíà÷èì ÷åðåç {χT } ìíîæåñòâî âñåõ õàðàêòåðîâ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ T . ßñíî, ÷òî åñëè T è T˜ óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíû, òî {χT } = {χeT }.
Êàòåãîðèÿ Repos(Q,H) åñòü (íåïîëíàÿ) ïîäêàòåãîðèÿ êàòåãîðèè Rep(Q).
Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó íåðàçëîæèìûìè îáúåêòàìè ýòèõ êàòåãîðèé. Îñíîâíîé
âîïðîñ: îñòàíåòñÿ ëè íåðàçëîæèìîå îðòîñêàëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå íåðàçëîæè-
ìûì â êàòåãîðèè Rep(Q), è ïîñêîëüêó, êàê ìû îòìå÷àëè, íåðàçëîæèìûå â
Repos(Q,H) ïðåäñòàâëåíèÿ åñòü øóðîâñêèå, îñòàíóòñÿ ëè îíè øóðîâñêèìè â
êàòåãîðèè Rep(Q)?
Orthosalar representations of quivers 5
Âòîðîé ïóíêò íèæåïðèâåäåííîãî óòâåðæäåíèÿ äîêàçàí â [7℄.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü Q ðàçäåë¼ííûé îäíîêðàòíûé êîë÷àí.
(a) Åñëè T , T˜ ∈ Repos(Q,H)  ïðåäñòàâëåíèÿ ñ îäèíàêîâûì õàðàêòåðîì è
T ýêâèâàëåíòíî T˜ â Rep(Q), òî T ýêâèâàëåíòíî T˜ â Repos(Q,H);
(b) Åñëè T  íåðàçëîæèìîå ïðåäñòàâëåíèå â Repos(Q,H) òî T  íåðàçëî-
æèìîå, áîëåå òîãî, øóðîâñêîå è â Rep(Q).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå
óòâåðæäåíèÿ.
Ëåììà 1. Ïóñòü C = (A,B)  ìîðèçì ïðåäñòàâëåíèÿ T â T˜ â êàòåãîðèè
Rep(Q), ò.å. âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
AT = T˜B,
è A,B åñòü óíèòàðíûå îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà C = (A,B) åñòü ìîðèçì ïðåä-
ñòàâëåíèÿ T â ïðåäñòàâëåíèå T˜ è â êàòåãîðèè Repos(Q,H) ò.å. âûïîëíÿþòñÿ
è ðàâåíñòâà
BT ∗ = T˜ ∗A.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (2) ñëåäóåò T ∗A∗ = B∗T˜ ∗ èëè, ó÷èòûâàÿ óíèòàðíîñòü A
è B, èìååì T ∗A−1 = B−1T˜ ∗. Ïîýòîìó
BT ∗ = T˜ ∗A.

Ëåììà 2. Ïóñòü C = (A,B) ìîðèçì ïðåäñòàâëåíèÿ T â ñåáÿ (ýíäîìîðèçì
ïðåäñòàâëåíèÿ T ) â êàòåãîðèè Rep(Q), ò.å.
AT = TB (7)
è A, B  ñàìîñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû. Òîãäà C = (A,B) åñòü ýíäîìîðèçì
ïðåäñòàâëåíèÿ T è â êàòåãîðèè Rep(Q,H), ò.å. è
AT ∗ = T ∗B. (8)
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, (8) ïîëó÷àåòñÿ èç (7) îïåðàöèåé ñîïðÿæå-
íèÿ. 
Ëåììà 3. ([7℄) Ïóñòü Z =
[
zij
]
i=1,m, j=1,n
, W =
[
wij
]
i=1,m, j=1,n

ìàòðèöû íàä ïîëåì C, èìåþùèå îäèíàêîâûå ïîëîæèòåëüíûå äëèíû (|−→x |,
|y↓|) ñîîòâåòñòâóþùèõ ñðîê è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîëáöîâ. Ïóñòü A =
diag{a1, a2, . . . , am}, B = diag{b1, b2, . . . , bn}  ìàòðèöû íàä R, ai > 0, bj > 0
ïðè i = 1,m, j = 1, n, è ïóñòü AZ =WB. Òîãäà Z =W .
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â êàæäîé
èç ìàòðèö Z,W . Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3 ïðîâîäèòñÿ ([7℄) èíäóêöèåé ïî òðîé-
êàì ÷èñåë (m,n,K); ñ÷èòàÿ, ÷òî (m1, n1,K1) < (m2, n2,K2), åñëè m1 ≤ m2,
n1 ≤ n2 è õîòÿ áû îäíî íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, ëèáî åñëè m1 = m2, n1 = n2,
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íî K1 < K2. Áàçó èíäóêöèè ïîëó÷àåì ïðè m = 1, ëèáî n = 1, ëèáî
K = max(m,n). 
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.
(a) Ïóñòü C = (A,B) îñóùåñòâëÿåò ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåäñòàâëåíèé T , T˜
èç Repos(Q,H) â êàòåãîðèè Rep(Q), ò.å. AT = T˜B (A è B îáðàòèìûå ìàòðèöû).
Ïóñòü A = XU , B = V Y  ïîëÿðíûå ðàçëîæåíèÿ ìàòðèö A è B, ãäå U, V 
óíèòàðíû, X,Y  ïîëîæèòåëüíûå íåâûðîæäåíûå ìàòðèöû (ïðè ýòîì ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî U, V,X, Y èìåþò òàêóþ æå áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó, êàê
A è B). Ïóñòü, êðîìå òîãî,
X = U∗1 X˜U1, Y = V1Y˜ V
∗
1 ,
ãäå U1, V1 - óíèòàðíûå ìàòðèöû, X˜, Y˜  äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû ñ ïîëîæè-
òåëüíûìè ÷èñëàìè íà äèàãîíàëè. Òîãäà
U∗1 X˜U1UT = T˜ V V1Y˜ V
∗
1 (9)
èëè
X˜(U1UTV1) = (U1T˜ V V1)Y˜ .
Òàê êàê äëèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèö U1UTV1 è U1T˜ V V1
ðàâíû â ñèëó ïðåäïîëîæåíèé, òî ïî ëåììå 3
U1UTV1 = U1T˜ V V1,
à òîãäà, ïîñëå ñîêðàùåíèé,
UT = T˜ V, (10)
è ïðåäñòàâëåíèÿ T è T˜ ýêâèâàëåíòíû â Repos(Q,H) ïî ëåììå 1.
(b) Ïóñòü T -øóðîâñêîå ïðåäñòàâëåíèå â Repos(Q,H) è C = (A,B) ∈ EndT
â Rep(Q). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A è B íåâûðîæäåíû (ïðèáàâëÿÿ â ñëó÷àå
íåîáõîäèìîñòè ê A è B ïîäõîäÿùåå êðàòíîå åäèíè÷íîãî îïåðàòîðà). Òîãäà
ïî (10) ïðè T = T˜ èç òîãî, ÷òî (U, V ) åñòü ýíäîìîðèçì ïðåäñòàâëåíèÿ T
â Repos(Q,H), ñëåäóåò ÷òî U è V êðàòíû åäèíè÷íîìó îïåðàòîðó (ñ îäíèì è
òåì æå ñêàëÿðîì â êà÷åñòâå ñîìíîæèòåëÿ). Ñîêðàùàÿ ðàâåíñòâî (9) íà ýòîò
ñêàëÿð, ìû ïîëó÷èì
XT = TY,
ãäå X è Y  ñàìîñîïðÿæ¼ííûå îïåðàòîðû, à òîãäà ïî ëåììå 2 èç-çà øóðîâîñòè
T â Repos(Q,H) îïåðàòîðû X è Y ñêàëÿðíû (ñ îäíèì è òåì æå ñêàëÿðîì);
ñëåäîâàòåëüíî, òàêèìè áóäóò è îïåðàòîðû A = XU è B = V Y . Çíà÷èò T 
íåðàçëîæèìîå øóðîâñêîå ïðåäñòàâëåíèå â Rep(Q).
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2. àçìåðíîñòè íåðàçëîæèìûõ îðòîñêàëÿðíûõ ïðåäñòàâëåíèé
Ñ êîë÷àíîì Q ñâÿçàíà îðìà Òèòñà q(x) íà RQv : åñëè x ∈ RQv , òî
q(x) =
∑
i∈Qv
x2i −
∑
α∈Qa
xtαxhα .
Èç ðàáîòû [9℄ ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòè íåðàçëîæèìûõ (â Rep(Q)) ïðåäñòàâ-
ëåíèé êîë÷àíà Q ñîâïàäàþò ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîðíÿìè ñîîòâåòñòâóþùåãî
ãðàà G = G(Q), ïðè÷¼ì, äëÿ ãðàîâ Äûíêèíà è ðàñøèðåííûõ ãðàîâ Äûí-
êèíà òàêèå êîðíè ñîâïàäàþò â òî÷íîñòè ñ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé q(x) = 1 è
q(x) = 0, x ∈ ZQv+ (çäåñü ZQv+ = {x ∈ ZQv |x 6= 0, xi ≥ 0}). Êîðíè x ïðè q(x) = 1
íàçûâàþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè à ïðè q(x) = 0  ìíèìûìè. Ìíèìûå êîðíè
êðàòíû ìèíèìàëüíîìó ìíèìîìó ïîëîæèòåëüíîìó êîðíþ δ = δG.
Ôèêñèðóåì íóìåðàöèþ âåðøèí â
•
Q = {i1, i2, . . . , im}, è
◦
Q = {j1, i2, . . . , jn}
(äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü ÷òî óçëîâàÿ òî÷êà, åñëè îíà îäíà, ëåæèò
â
•
Q; áóäåì âåðøèíû èç
◦
Q îáîçíà÷àòü òàêæå êàê im+k = jk, k ∈ i, n). Ïóñòü
x ∈ RQv , xk = x(ik), ïðè k ∈ 1,m+ n, cïðåîáðàçîâàíèå Êîêñòåðà íà RQv ,
c = σin+m · · ·σi2σi1 , (σik(x))k = −xk +
∑
l,il−ik
xl, (σik (x))l = xl ïðè l 6= k. ßñíî,
÷òî σ2i = id ïðè i ∈ 1, n+m. Ïîýòîìó c−1 = σi1σi2 · · ·σin+m . Áóäåì òàêæå
ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè
•
c = σin · · ·σi2σi1 ,
◦
c = σim+n · · ·σim+2σim+1 è íàçû-
âàòü ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ îòðàæåíèÿìè Êîêñòåðà (
•
c2 = id,
◦
c2 = id). Îáîçíà÷èì
•
ck = . . .
•
c
◦
c
•
c︸ ︷︷ ︸
k ðàç
,
◦
ck = . . .
◦
c
•
c
◦
c︸ ︷︷ ︸
k ðàç
, k ∈ N. Âåêòîð x ∈ RGv+ ðåãóëÿðåí, åñëè ct(x) ∈ RGv+
ïðè ëþáîì t ∈ Z è ñèíãóëÿðåí â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (òåðìèíîëîãèÿ âîñõîäèò ê
[10℄).
Ïðåäñòàâëåíèå T êîë÷àíà Q ñèíãóëÿðíî, åñëè T íåðàçëîæèìî, êîíå÷-
íîìåðíî è åãî ðàçìåðíîñòü d  ñèíãóëÿðíûé âåêòîð; T ðåãóëÿðíî, åñëè T
íåðàçëîæèìî, êîíå÷íîìåðíî è íå ñèíãóëÿðíî.
Ïóñòü δG = (δ1, . . . , δm, δm+1, . . . , δm+n). Ïîñòðîèì ëèíåéíóþ îðìó
LG(x) =
∑
ik∈
•
G
δkxk −
∑
im+k∈
◦
G
δm+kxm+k, x ∈ RGv .
Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå (ñì., íàïðèìåð, [11℄): ïóñòü G  ðàñøèðåííûé
ãðà Äûíêèíà; äëÿ òîãî ÷òîáû êîðåíü x ∈ RGv áûë ñèíãóëÿðåí, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû LG(x) 6= 0.
Îòìåòèì, ÷òî ó ãðàà Äûíêèíà âñå êîðíè äåéòâèòåëüíû è ñèíãóëÿðíû,
ó ðàñøèðåííîãî ãðàà Äûíêèíà âñå ìíèìûå êîðíè ðåãóëÿðíûå, à âîò äåé-
ñòâèòåëüíûå êîðíè ðàçáèâàþòñÿ íà äâà ñîðòà (äåéñòâèòåëüíûå ñèíãóëÿðíûå
è äåéñòâèòåëüíûå ðåãóëÿðíûå). Äëÿ êîëà÷àíà Q, ãðà êîòîðîãî G åñòü ðàñ-
øèðåííûé ãðà Äûíêèíà, ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå:
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Ëåììà 4. (ì. [12℄) Åñëè T åñòü íåðàçëîæèìîå â Rep(Q) ðåãóëÿðíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå êîë÷àíà Q, ãðà G êîòîðîãî åñòü ðàñøèðåííûé ãðà Äûíêèíà, òî
T  øóðîâñêîå ïðåäñòàâëåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà dimT = d ≤ δG.
Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
Ëåììà 5. Ïóñòü G  ðàñøèðåííûé ãðà Äûíêèíà, d ∈ ZG+ êîðåíü ãðàà G,
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ d < σG. Òîãäà ëèáî d  íåòî÷íûé êîðåíü (îäíà
èç êîîðäèíàò íóëåâàÿ), ëèáî ïîëó÷àåòñÿ èç íåêîòîðîãî íåòî÷íîãî êîðíÿ d˜
ïðèìåíåíèåì îòðàæåíèé Êîêñòåðà
•
c è
◦
c.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî òàêîé òî÷íûé êîðåíü ìîæíî îò-
ðàæåíèÿìè Êîêñòåðà ïðåîáðàçîâàòü â íåòî÷íûé êîðåíü d˜.
àññìîòðèì ãðà D˜n
r
r r
♣ ♣ ♣
r r
r
rr
❅
❅
 
 
 
 
❅
❅
a1
a2
z1 z2 zn−4 zn−3
b1
b2
Ïóñòü d = (da1 , da2 , dz1 , . . . , dzn−3 , db1 , db2). Êàê èçâåñòíî,
δ eDn =
1
1
2 2 . . . 2 2
1
1
(êîîðäèíàòû âåêòîðà ðàñïîëàãàþòñÿ òàê æå, êàê ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû
â ãðàå). Òàê êàê d  òî÷íûé êîðåíü, òî da1 = da2 = db1 = db2 = 1. Íàçîâ¼ì
îòìå÷åííûì ïåðâûé èíäåêñ k, äëÿ êîòîðîãî xzk = 1 (ò.å. xz1 = xz2 = . . . =
xzk−1 = 2)). Ïóñòü, äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, zk−1 ∈
•
G. Òîãäà ó
•
cd êîîðäèíàòû
xa1 , xa2 , xz1 , . . . , xzk−2 ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîîðäèíàòàìè âåêòîðà
d, à xzk−1 = 1, ò.å. îòìå÷åííûé èíäåêñ óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó. Ïðèìåíÿÿ
ê
•
cd ïðåîáðàçîâàíèå
◦
c, ïðîäîëæèì ýòîò ïðîöåññ. Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèä¼ì ê
âåêòîðó, ó êîòîðîãî îòìå÷åííûé èíäåêñ ðàâåí 1, à ñòàëî áûòü íà ñëåäóþùåì
øàãå ïîëó÷èì âåêòîð, ó êîòîðîãî xa1 = xa2 = 0, ýòî è áóäåò èñêîìûé íåòî÷íûé
âåêòîð d˜.
Äëÿ ãðàîâ E˜6, E˜7, E˜8 ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûìè ðàññóæ-
äåíèÿìè èëè, â êðàéíåì ñëó÷àå, ïðÿìûì ïåðåáîðîì (ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé
d òàêèõ, ÷òî d < δG, êîíå÷íîå ÷èñëî).
δ eAn = (1, 1, . . . , 1), òàê ÷òî èç óñëîâèÿ d < δ eAn ñëåäóåò, ÷òî îäíà èç êîîð-
äèíàò íóëåâàÿ è d åñòü íåòî÷íûé âåêòîð. 
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3. Ôóíêòîðû Êîêñòåðà è îðòîñêàëÿðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ,
ðàçìåðíîñòè êîòîðûõ åñòü äåéñòâèòåëüíûå êîðíè
Ïóñòü g ∈ Qv è Πg  ïðîñòåéøåå ïðåäñòàâëåíèå êîë÷àíà Q : Πg(g) = C,
Πg(i) = 0 ïðè i 6= g, i ∈ Qv. ßñíî, ÷òî åñëè fg  õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ Πg,
òî fg(g) = 0; áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî fg(i) > 0 ïðè i 6= g.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rep(Q, d, χ) ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ íåðàçëîæèìûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé èç Repos(Q,H) ñ èêñèðîâàíûìè ðàçìåðíîñòüþ d è õàðàêòåðîì
χ. Åñëè â Rep(Q, d, χ) íå âõîäèò ïðîñòåéøåå ïðåäñòàâëåíèå, òî χ(i) > 0 äëÿ
d(i) 6= 0 (â ñèëó íåðàçëîæèìîñòè ïðåäñòàâëåíèé).
Â [2℄ áûëè ââåäåíû óíêòîðû îòðàæåíèé Êîêñòåðà
•
F è
◦
F :
◦
F : Rep(Q, d, χ)→ Rep(Q, ◦c(d), ◦χ),
•
F : Rep(Q, d, χ)→ Rep(Q, •c(d), •χ),
ãäå
◦
d(i) =
◦
c(d)(i) =


−d(i) + ∑
j:j−i
d(j) ïðè i ∈
◦
Q
d(i) ïðè i ∈
•
Q
,
•
d(i) =
•
c(d)(i) =


−d(i) + ∑
j:j−i
d(j) ïðè i ∈
•
Q
d(i) ïðè i ∈
◦
Q
,
(11)
◦
χ(i) =


−χ(i) + ∑
j:j−i
χ(j) ïðè i ∈
•
QTv
χ(i) ïðè i /∈
•
QTv
,
•
χ(i) =


−χ(i) + ∑
j:j−i
χ(j) ïðè i ∈
◦
QTv
χ(i) ïðè i /∈
◦
QTv
,
(12)
(çäåñü
•
QTv = Q
T
v ∩
•
Q è
◦
QTv = Q
T
v ∩
◦
Q).
•
F è
◦
F åñòü óíêòîðû ýêâèâàëåíòíîñòè êàòåãîðèé, è ìîæíî ïðîâåðèòü,
÷òî èõ äâóêðàòíîå ïðèìåíåíèå ïðèâîäèò ê óíêòîðó, ýêâèâàëåíòíîìó òîæäå-
ñòâåííîìó.
Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè
◦
F k = . . .
◦
F
•
F
◦
F︸ ︷︷ ︸
k ðàç
,
•
F k =
. . .
•
F
◦
F
•
F︸ ︷︷ ︸
k ðàç
.
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Çàìå÷àíèå 1. Â [2℄ óíêòîðû îòðàæåíèé Êîêñòåðà ââîäÿòñÿ â ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî ãðà G êîë÷àíà Q íå ñîäåðæèò öèêëîâ. Êîíñòðóêöèÿ óíêòîðîâ
•
F ,
◦
F ïðàêòè÷åñêè áåç èçìåíåíèé ïåðåíîñèòñÿ íà âñå îäíîêðàòíûå ðàçäåë¼ííûå
êîë÷àíû, è äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî îðìóëû (11-12).
Ïóñòü T ∈ Repos(Q,H), QTv  íîñèòåëü, dT = dT (i)  ðàçìåðíîñòü,
{χT = χT (i)}  õàðàêòåð ïðåäñòàâëåíèÿ T (íàïîìíèì, ÷òî âíå QTv îí îïðå-
äåë¼í íåîäíîçíà÷íî). Áóäåì ïðèäàâàòü χT (i) ïðè i ∈ Qv \ QTv ïðîèçâîëüíûå
ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òàêèì îáðàçîì χT áóäåò çàâèñåòü îò |Qv|− |QTv | = r
ïîëîæèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ.
Äîêàæåì òåîðåìó,
Òåîðåìà 2. Åñëè Q åñòü ðàçäåë¼ííûé îäíîêðàòíûé êîë÷àí, ãðà G êîòîðîãî
åñòü ãðà Äûíêèíà, ëèáî ðàñøèðåííûé ãðà Äûíêèíà, d = {di}i∈Qv åãî òî÷-
íûé (ò.å. di > 0) äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü, òî íåðàçëîæûìûå îðòîñêàëÿðíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ êîë÷àíà Q â ðàçìåðíîñòè d çàâèñÿò îò |Qv|−1 ïîëîæèòåëü-
íûõ ïàðàìåòðîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. a) Ïóñòü d  äåéñòâèòåëüíûé ñèíãóëÿðíûé êîðåíü ãðàà G
è T  íåðàçëîæèìîå îðòîñêàëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå ðàçìåðíîñòè d, d ïîëó÷à-
åòñÿ èç íåêîòîðîãî ïðîñòåéøåãî êîðíÿ dg = (0, 0, . . . , 1, 0, . . . , 0) îòðàæåíèÿìè
Êîêñòåðà
◦
c,
•
c (1 ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå g). Ïóñòü, äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, g ∈
•
G.
Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N, d = ◦ckdg, à T =
◦
F k(Πg). Πg çàâèñèò îò |Qv| − 1
ïîëîæèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ (ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé õàðàêòåðà â âåðøèíàõ
i 6= g). Îò íèõ æå çàâèñÿò ñêàëÿðíûå îïåðàòîðû −→T · −→T ∗ ïðè i ∈
•
Q è T ↓∗j · T ↓j
ïðè j ∈
◦
Q â íåíóëåâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íàáîðàìè ïàðà-
ìåòðîâ è íåðàçëîæèìûìè îðòîñêàëÿðíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè â ðàçìåðíîñòè d
âçàèìíîîäíîçíà÷íîå â ñèëó îáðàòèìîñòè ïðåîáðàçîâàíèé
◦
c,
•
c,
◦
χ,
•
χ è
◦
F ,
•
F .
á) Ïóñòü d  äåéñòâèòåëüíûé ðåãóëÿðíûé êîðåíü ãðàà G (äëÿ ðàñøè-
ðåííîãî ãðàà Äûíêèíà) è T  íåðàçëîæèìîå îðòîñêàëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå
ðàçìåðíîñòè d. Åñëè d  òî÷íûé êîðåíü, òî ïî ëåììå 5 îí ïîëó÷àåòñÿ èç íåêî-
òîðîãî íåòî÷íîãî êîðíÿ d˜ îòðàæåíèÿìè Êîêñòåðà
◦
c,
•
c. Ïóñòü (äëÿ îïðåäåë¼í-
íîñòè) d =
◦
ckd˜. Îðòîñêàëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå T˜ â ðàçìåðíîñòè d˜ ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå êîë÷àíà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàó Äûí-
êèíà. Åñëè Q
eT
v  íîñèòåëü ïðåäñòàâëåíèÿ T˜ , òî T˜ çàâèñèò ïî âûøåèçëîæåí-
íîìó îò |Q eTv | − 1 ïîëîæèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Çíà÷åíèÿ õàðàêòåðà ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ T˜ â òî÷êàõ Qv \Q eTv ïîëîæèì ðàâíûìè ïðîèçâîëüíûì ïîëîæèòåëüíûì
÷èñëàì: T =
◦
F k(T˜ ), ïðåäñòàâëåíèå T çàâèñèò îò |Qv \Q eTv |+ |Q eTv |− 1 = |Qv|− 1
ïîëîæèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ. 
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4. Îðòîñêàëÿðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, ðàçìåðíîñòè êîòîðûõ åñòü
ìíèìûå êîðíè
Ïóñòü Q  ðàçäåë¼ííûé îäíîêðàòíûé êîë÷àí, ãðà êîòîðîãî G åñòü ðàñøè-
ðåííûé ãðà Äûíêèíà. Èç òåîðåìû 1 è ëåììû 4 ñëåäóåò, ÷òî åäèíñòâåííûé
ìíèìûé êîðåíü, êîòîðûé ìîæåò áûòü ðàçìåðíîñòüþ íåðàçëîæèìîãî îðòîñêà-
ëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîë÷àíà Q åñòü δG.
Äîêàæåì òåîðåìó àíàëîãè÷íóþ òåîðåìå 2, íî îòíîñÿùóþñÿ ê ìíèìûì
êîðíÿì ãðàà G (çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå χT = δG äëÿ ãðàîâ D˜4, E˜6, E˜7 íà
äðóãîì ÿçûêå è äðóãèìè ìåòîäàìè óíèòàðíàÿ êëàññèèêàöèÿ íåðàçëîæèìûõ
ïðåäñòàâëåíèé ïîëó÷åíà â [13℄-[15℄).
Òåîðåìà 3. Åñëè Q åñòü ðàçäåë¼ííûé îäíîêðàòíûé êîë÷àí, ãðà G êîòîðîãî
åñòü ðàñøèðåííûé ãðà Äûíêèíà, òî â ðàçìåðíîñòè δG íåðàçëîæèìûå îð-
òîñêàëÿðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ êîë÷àíà Q çàâèñÿò îò |Qv|+1 ïîëîæèòåëüíûõ
ïàðàìåòðîâ.
Òåîðåìó äîêàæåì àêòè÷åñêèì îïèñàíèåì âñåõ íåðàçëîæèìûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé óêàçàííûõ êîë÷àíîâ â ðàçìåðíîñòÿõ δG.
a) Ïóñòü G = A˜nöèêë ñ n âåðøèíàìè. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ î ðàçäåëåííî-
ñòè è îäíîêðàòíîñòè êîë÷àíà ñëåäóåò, ÷òî n ÷¼òíîå è n≥ 4. δ eAn = (1, 1, . . . , 1).
Ïðåäñòàâëåíèå T â ðàçìåðíîñòè δ eAn çàäà¼òñÿ n íåíóëåâûì êîìïëåêñíûìè ÷èñ-
ëàìè. Ïåðåõîäîì ê óíèòàðíîýêâèâàëåíòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ n−1 ÷èñëî ìîæ-
íî ñäåëàòü ïîëîæèòåëüíûì (|Qv| − 1 ïàðàìåòð); äîïóñòèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ,
íå ìåíÿþùèå çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ, íå ìåíÿþò è nå ÷èñëî (çàâèñÿùåå
îò 2-õ ïîëîæèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ  àðãóìåíòà è ìîäóëÿ). Òàêèì îáðàçîì, T
çàâèñèò îò n ïàðàìåòðîâ, ïðèíèìàþùèõ ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷å-
íèÿ, è îäíîãî ïàðàìåòðà φ, ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèÿ íà îòðåçêå (0, 2pi], ò.å. îò
|Qv|+ 1 = n+ 1 ïàðàìåòðîâ.
b) Ïóñòü G = D˜n (n ≥ 4):
r
r r
♣ ♣ ♣
r r
r
rr
❍❍
✟✟
✟✟
❍❍
a1
a2
c1 c2 cn−4 cn−3
b1
b2
, δ eDn =
1
1
2 2 . . . 2 2
1
1
Ïóñòü T  íåðàçëîæèìîå îðòîñêàëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå ðàçìåðíîñòè δ eDn
ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçäåë¼ííîãî êîë÷àíà Q. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî c1 ∈
•
Q.
Äëÿ óäîáñòâà ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ è íóìåðàöèþ ìàòðèö ïðåäñòàâëåíèÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
A1 = Tc1,a1 , A2 = Tc1,a2 , X1 = Tc1,c2 , X2 = Tc3,c2 , . . .
B1 = Tcn−3,b1 , B2 = Tcn−3,b2 ïðè n ÷¼òíîì è
B1 = Tb1,cn−3 , B2 = Tb2,cn−3 ïðè n íå÷¼òíîì.
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àññìîòðèì ñëó÷àé ÷¼òíîãî n. Ïðè n = 4 îðòîñêàëÿðíûå íåðàçëîæûìûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ãðàà Q â ðàçìåðíîñòè δ eD4 çàâèñÿò (ñì. [7℄) îò 6 = |Qv| + 1 ïîëî-
æèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ.
Ïóñòü n > 4. Äîïóñòèìûìè (óíèòàðíûìè) ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìàòðèö
ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèöû X1, X2, . . . , Xn−4 ìîæíî äèàãîíàëèçèðîâàòü ñ íåîò-
ðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè íà äèàãîíàëÿõ. Ïóñòü A = [A1|A2], Xi =
[
xi 0
0 yi
]
,
B =
[
B1 B2
]
, i = 1, n− 4. Òîãäà èç óñëîâèé îðòîñêàëÿðíîñòè ïðåäñòàâëå-
íèÿ ìû ëåãêî ïîëó÷àåì, ÷òî ìàòðèöû AA∗ è BB∗ òàêæå äèàãîíàëüíû. Ïóñòü
AA∗ =
[
x20 0
0 y20
]
, BB∗ =
[
x2n−3 0
0 y2n−3
]
. (13)
Òîãäà óñëîâèÿ îðòîñêàëÿðíîñòè âûãëÿäÿò òàê:[
x20 0
0 y20
]
+
[
x2i+1 0
0 y2i+1
]
= χci+1Ici+1 , i ∈ 0, n− 4,
è ïîýòîìó x2i + x
2
i+1 = y
2
i + y
2
i+1, à çíà÷èò
y2i+1 = x
2
i+1 + (−1)i(x20 − y20), i ∈ 0, n− 4. (14)
Åñëè x20 = y
2
0 (ëèáî x
2
j = y
2
j äëÿ ëþáîãî èêñèðîâàíîãî j), òî èç (14) ñëåäóåò,
÷òî x2i = y
2
i äëÿ i ∈ 0, n− 3. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà[
A1 A2 B1 B2
]
(15)
çàäà¼ò îðòîñêàëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå T̂ êîë÷àíà Q̂, ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðàó
D˜4, è ïðè ïåðåõîäå ê ýêâèâàëåíòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ êîë÷àíà Q, íå ìåíÿþ-
ùåìó ïðèâåäåííîãî âèäà ìàòðèö Xi, ìû ïîëó÷àåì ïåðåõîä ê ïðåäñòàâëåíèþ
êîë÷àíà Q̂, ýêâèâàëåíòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ T̂ . Òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ êîë÷àíà
Q̂, êàê ìû îòìåòèëè âûøå, çàâèñÿò íå áîëåå, ÷åì îò 6 ïàðàìåòðîâ. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ êîë÷àíà Q (ó÷èòûâàÿ ïàðàìåòðû x1, x2, . . . , xn−4 è
(14)) çàâèñÿò íå áîëåå ÷åì îò 6 + (n− 4) = n+ 2 = |Qv|+ 1 ïàðàìåòðîâ.
Ïóñòü xi 6= yi ïðè i ∈ 0, n− 3 è (Ui)i∈Gv îñóùåñòâëÿþò ýêâèâàëåíòíîñòü
ïðåäñòàâëåíèÿ T  îðòîñêàëÿðíûì ïðåäñòàâëåíèåì T˜ , äëÿ êîòîðîãî X˜i = Xi,
i ∈ 0, n− 4 (Ui  óíèòàðíûå ìàòðèöû). Â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî óáåäèòñÿ, ÷òî
Ui =
[
ui 0
0 vi
]
Òàêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè â ìàòðèöå
[
A B
]
=
[
a11 a12 b11 b12
a21 a22 b21 b22
]
ìîæíî âñå åëåìåíòû, êðîìå 2-õ, äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, b21 è b22, ñäåëàòü âåùå-
ñòâåííûìè, è ïàðàìåòðèçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
[A|B] =
[
x0 cosφ1 x0 sinφ1 xn−3 cosφ2 xn−3 sinφ2
y0 sinφ1 −y0 cosφ1 yn−3 sinφ2eiθ −yn−3 cosφ2eiθ
]
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(çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî
AA∗ =
[
x20 0
0 y20
]
, è BB∗ =
[
x2n−3 0
0 y2n−3
]
).
Òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ çàâèñÿò îò n + 2 = |Qv| + 1 ïîëîæèòåëüíûõ ïàðà-
ìåòðîâ x0, x1, . . . , xn−3, y0, φ1, φ2, θ.
Ñëó÷àé íå÷¼òíîãî n èçó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî ñ çàìåíîé ìàòðèöû[
A1 A2 B1 B2
]
íà ìàòðèöó
[
A1 A2 B
∗
1 B
∗
2
]
ñ) Ïóñòü G = E˜6; ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçäåëåííûé êîë÷àí Q èìååò âèä
r ❜ r ❜ ❜
❜
r
✛ ✲✛ ✲❄
✻
a1 a2 z c2 c1
b2
b1
, ,
1
2
δ eE6 = 1 2 3 2 1
.
Ïóñòü T  íåðàçëîæèìîå îðòîñêàëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå êîë÷àíà Q â ðàç-
ìåðíîñòè δ eE6 ,
T =
0 0 C1
0 B1 0
A1 0 0
A2 B2 C2
Çäåñü A1 = Ta1,a2 ; B1 = Tb1,b2 ; C1 = Tc1,c2 ; A2 = Tz,a2 ; B2 = Tz,b2 ; C2 =
Tz,c2 . Ìàòðèöà A1 èìååò ðàçìåðíîñòü 1 × 2. Óíèòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿ-
ìè ñòîëáöîâ ïðèâ¼äåì å¼ ê âèäó A1 = [0 x0], x0 > 0. Óíèòàðíûìè ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ìàòðèöó A2 =

 a11 a12a21 a22
a31 a32


ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó
A2 =

 x1 a120 a22
0 a32

 , x1 > 0 è èç îðòîãîíàëüíîñòè ñòîëáöîâ ìàòðèöû A1A2
ñëåäóåò a12 = 0.
D =
[
A2 B2 C2
]
=

 x1 0 b11 b12 c11 c120 a22 b21 b22 c21 c22
0 a32 b31 b32 c31 c32

 .
Óíèòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòîëáöîâ (íå ìåíÿÿ A2) ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òî-
áû b11 = 0, c11 = 0; b12 6= 0, c12 6= 0, èíà÷å, ìîæíî ïðîâåðèòü, ïðåäñòàâëåíèå
ðàçëîæèìî; äîïóñòèìûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìîæíî ñäåëàòü b12 è c12 ïîëî-
æèòåëüíûìè. Óíèòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè äâóõ ïîñëåäíèõ ñòðîê ìàòðèöû
14 Roiter A.V. , Kruglyak S.A. and Nazarova L.A.
D ìîæíî ñäåëàòü b22 = 0, à òîãäà èç îðòîãîíàëüíîñòè ïåðâûõ äâóõ ñòðîê
ïîëó÷èì, ÷òî c22 = 0. Èòàê,
D =
[
A2 B2 C2
]
=

 x1 0 0 b12 0 c120 a22 b21 0 c21 0
0 a32 b31 b32 c31 c32

 .
Çíà÷åíèÿ õàðàêòåðà χi (i ∈ Qv) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
χa1 + χb1 + χc1 + 3χx = 2(χa2 + χb2 + χc2)
(ñëåäóåò ñóììó êâàäðàòîâ ìîäóëåé ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû T ïîäñ÷è-
òàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè  ñíà÷àëà ñêëàäûâàÿ ýòè êâàäðàòû ìîäóëåé ïî ñòðî-
êàì, à ïîòîì ïî ñòîëáöàì). Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïåðåéòè ê íîðìèðîâàííîìó
ïðåäñòàâëåíèþ ñî çíà÷åíèåì õàðàêòåðà χz = 1, ïîäåëèâ âñå ìàòðèöû ïðåä-
ñòàâëåíèÿ íà îäíî è òî æå ÷èñëî
√
χz (íîðìèðîâêà ïðåäñòàâëåíèÿ íå ìåíÿåò
ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ, îò êîòîðûõ çàâèñèò ïðåäñòàâëåíèå).
Âåêòîð (x1, b12, c12), ãäå x1 > 0, b12 > 0, c12 > 0 è x
2
1 + b
2
12 + c
2
12 = 1,
ìîæåò áûòü ïàðàìåòðèçîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì
(x1, b12, c12) = (sinψ1, sinφ1 cosψ1, cosφ1 cosψ1),
ãäå 0 < φ1 <
pi
2 , 0 < ψ1 <
pi
2 . Óíèòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèìè ñòîëáöîâ ýëåìåíòû
a22, b21, c21 ìîãóò áûòü ñäåëàíû íåîòðèöàòåëüíûìè. Òàê êàê a
2
22+b
2
21+c
2
21 = 1,
òî âåêòîð (a22, b21, c21) ìîæåò áûòü ïàðàìåòðèçîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(a22, b21, c21) = (cosφ2 cosψ2, sinφ2 cosψ2, sinψ2),
ãäå 0 ≤ φ2 ≤ pi2 , 0 ≤ φ2 ≤ pi2 , φ2 · ψ2 6= 0 (èíà÷å ïðåäñòàâëåíèå ðàçëîæèìî).
Óìíîæåíèåì 3-é ñòðîêè ìàòðèöû D íà ýëåìåíò âèäà eiφ (óíèòàðíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå ñòðîê) ñäåëàåì ýëåìåíò c31 âåùåñòâåííûì íåîòðèöàòåëüíûì
a32a32 + b31b31 + b32b32 + c
2
31 + c32c32 = 1
Ïóñòü
a32a32 + b31b31 + c
2
31 = sin
2 ψ3, b32b32 + c
2
31 = cos
2 ψ3. (16)
Ó÷èòûâàÿ îðòîãîíàëüíîñòü 1-é è 3-é ñòðîêè ìàòðèöûD è (16), âåêòîð (b32, c33)
ìîæåò áûòü ïðîïàðàìåòðèçîâàí òàê:
(b32, c33) = (− cosφ1 cosψ3eiθ1 , sinψ1 cosψ3eiθ1)
Ó÷èòûâàÿ (16) âåêòîð (a32, b31, c31) ìîæåò áûòü ïðîïàðàìåòðèçîâàí òàê:
(a32, b31, c31) = (cosφ3 cosψ4 sinφ3e
iθ2 , sinφ3 cosψ4 sinφ3e
iθ3 , sinψ4 sinψ3).
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Òàêèì îáðàçîì, â ìàòðèöå D, êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü îñíîâîé ïðåä-
ñòàâëåíèÿ,
A2 =

 sinψ1 00 cosφ2 cosψ2
0 cosφ3 cosψ4 sinψ3e
iθ2


B2 =

 0 sinφ1 cosψ1sinφ2 cosψ2 0
sinφ3 cosψ4 sinψ3e
iθ3 − cosφ1 cosψ3eiθ1


C2 =

 0 cosφ1sinφ2 0
sinψ4 sinψ3 sinφ1 cosψ3e
iθ1


Ñëåäîâàòåëüíî, îñíîâà ïðåäñòàâëåíèÿ, çàâèñèò îò âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ
φ1, φ2, φ3, ψ1, ψ2, ψ3, ψ4, θ1, θ2, θ3. (17)
Èç óñëîâèé îðòîñêàëÿðíîñòè ëåäóåò, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû D äîëæíû áûòü
îðòîíîðìèðîâàíû. Èç îðòîãîíàëüíîñòè 2-é è 3-é ñòðîêè èìååì ñîîòíîøåíèå:
cosφ2 cosφ3 cosψ2 sinψ3 cosψ4e
iθ2 + sinφ2 sinφ3 cosψ2 sinψ3 cosψ4e
iθ3+
+ sinψ2 sinψ3 sinψ4 = 0,
êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò 2 "âåùåñòâåííûõ" ñîîòíîøåíèÿ  ðàâåíñòâî íóëþ âå-
ùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè ïàðàìåòðîâ (17) òîëüêî
8 = |Qv|+ 1 íåçàâèñèìûõ.
Ïîêàæåì, ÷òî îñíîâîé D îðòîñêàëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå T îïðåäåëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íî.
[
A1
A2
]
=
0 x0
x1 0
0 a22
0 a32
, x0 > 0.
Èç ðàâåíñòâà äëèí ñòîëáöîâ ñëåäóåò x20 + a
2
22 + a32a32 = x
2
1, òàê ÷òî ïî-
ëîæèòåëüíîå ÷èñëî x0 ïî îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.
[
B1
B2
]
=
b01 b02
0 b12
b21 0
b31 b32
,
[
C1
C2
]
=
c01 c02
0 c12
c21 0
c31 c32
Óíèòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ýëåìåíòû b01 è c01 ìîæíî ñäåëàòü
âåùåñòâåííûìè íåîòðèöàòåëüíûìè:
b01 = y0, b02 = y1e
iθ.
16 Roiter A.V. , Kruglyak S.A. and Nazarova L.A.
Èç óñëîâèé îðòîñêàëÿðíîñòè âûòåêàåò, ÷òî
b201 + b
2
21 + |b31|2 = |b02|2 + b212 + |b32|2, òàê ÷òî
b201 − |b02|2 = b221 + |b32|2 − b221 − |b31|2 = s.
b01b02 + b31b32 = 0, òàê ÷òî
b01b02 = b01|b02|eiθ = sinφ3 cosψ4 sinψ3 cosφ1 cosψ3ei(θ1−θ3).
(18)
Ïîýòîìó θ = θ1 − θ3 è
b201 · (−|b02|2) = − sin2 φ3 cos2 ψ4 sin2 ψ3 cos2 φ1 cos2 ψ3 = −t (19)
Ñòàëî áûòü ÷èñëà b201 è −|b02|2 åñòü êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ
z2 − s · z − t = 0, t > 0.
Óðàâíåíèå èìååò äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ ðàçíîãî çíàêà, òàêèì îáðàçîì |b01|,
|b02| è θ îïðåäåëÿþòñÿ îñíîâîé ïðåäñòâëåíèÿ îäíîçíà÷íî.
Àíàëîãè÷íî ïî îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ è ÷èñëà
c01, c02. Ñòàëî áûòü â ðàçìåðíîñòè δ eE6 íåðàçëîæèìûå îðòîñêàëÿðíûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ çàâèñÿò íå áîëåå ÷åì îò |Qv| + 1, à íåðàçëîæûìûå îðòîñêàëÿðíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ â òî÷íîñòè îò 8 = |Qv|+ 1 ïàðàìåòðîâ.
d) Ïóñòü G = E˜7; ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçäåë¼ííûé êîë÷àí èìååò âèä
❜ r ❜ r ❜ r ❜
❜
✲✛ ✲❄✛ ✲✛
a1 a2 a3 z b3 b2 b1
c1
2
Êàê èçâåñíî, δ eE7 = 1 2 3 4 3 2 1
Ïóñòü T  íåðàçëîæèìîå îðòîñêàëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå êîë÷àíà Q â ðàç-
ìåðíîñòè δ eE7 ,
T =

 A11 A12 0 0 00 A22 A23 A24 0
0 0 0 A34 A35


=


a11
a21
a12 a13 a14
a21 a22 a24
0 0 0
0
a32 a33 a34
a42 a43 a44
a52 a53 a54
a62 a63 a64
a35 a36
a45 a46
a55 a56
a65 a66
a37 a38 a39
a47 a48 a49
a57 a58 a59
a67 a68 a69
0
0 0 0
a77 a78 a79
a87 a88 a89
a7,10
a8,10


,
A11 = Ta2,a1 ; A12 = Ta2,a3 ; A22 = Tz,a3 ; A23 = Tz,c1;
A24 = Tz,b3 ; A34 = Tb2,b3 ; A35 = Tb2,b1 .
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Äîïóñòèìûìè óíèòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê è ñòîëáöîâ íåêîòî-
ðûå èç ýëåìåíòîâ ìàòðèöû T ïðåîáðàçóåì â íóëè, íåêîòîðûå èç åëåìåíòîâ
ñòàíóò ðàâíûìè íóëþ â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ñòðîê è ñòîëáöîâ âíóòðè ïî-
ëîñ.
Ñèìâîë 0k íà êàêîì-ëèáî ìåñòî ìàòðèöû T áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî íà ýòîì
ìåñòå ìîæåò áóòü ïîëó÷åí íîëü íà k-ì øàãå óíèòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè
ñòîëáöîâ âåðòèêàëüíîé ïîëîñû, 0|k  ñòðîê ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñû, −→0 k 
íîëü ïîëó÷åí â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ñòîëáöîâ âåðòèêàëüíîé ïîëîñû, 0↓k  â
ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ñòðîê. Ïðè ýòîì äåëàÿ íóëè íà k-ì øàãå, ìû íå "ïîð-
òèì" íóëè, ïîëó÷åííûå ðàíåå. Óìíîæåíèåì ñòðîê è ñòîëáöîâ íà ÷èñëà âèäà
eiφ (óíèòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ) íåêîòîðûå èç ýëåìåíòîâ ìîæíî ñäåëàòü âåùå-
ñòâåííûìè íåîòðèöàòåëüíûìè, è ìû íà ýòî óêàæåì ïðÿìî â ìàòðèöå (aij ≥ 0
ëèáî aij ≤ 0). Ìû óêàçûâàåì íà ñòðîãîå ñðàâíåíèå (aij > 0 ëèáî aij < 0),
åñëè èç ðàâåíñòâà ýëåìåíòà aij íóëþ ñëåäóåò ðàçëîæèìîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ. Â
ðåçóëüòàòå ìàòðèöó T ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

 A11 A12 00 A22 A23
0 0 0

 =


a11 ≥ 0
a21 ≥ 0
0|10 a13 ≥ 0 a14 ≤ 0
a22 > 0 a23 ≤ 0 −→0 11
0 0
0 0
0
0
0
0
a32 > 0 03 03
a42 > 0 a43 ≥ 0 07
0|4 a53 ≥ 0 a54 ≥ 0
0|4 0|8 a64 ≥ 0
a35 > 0 03
a45 < 0
−→
0 6
0↓5 a56 ≥ 0
0↓5 a66
0
0
0 0 0
0 0 0
0 0
0 0



 0 0A24 0
A34 A35

 =


0 0 0
0 0 0
0
0−→
0 3
−→
0 3 a39
a47 > 0 07 0|2
a57 ≤ 0 a58 ≥ 0 0|2
0↓9 a68 0|2
0
0
0
0
0|10 a78 ≥ 0 01
a87 ≥ 0 a88 ≥ 0 01
a7,10 ≥ 0
a8,10 ≤ 0


Íîðìèðóåì ïðåäñòàâëåíèå T (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî χz = 1). Òîãäà ìàòðèöó
D =
[
A22 A23 A24
]
(áóäåì íàçûâàåòü åå îñíîâîé ïðåäñòàâëåíèÿ) ìîæíî
18 Roiter A.V. , Kruglyak S.A. and Nazarova L.A.
ïàðàìåòðèçèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
A22 =


cosφ1 cosψ1 0 0
sinφ1 cosψ2 cosφ2 sinψ2 0
0 sinφ2 cosψ4 cosφ3 cosψ3 sinψ4
0 0 sinφ4 sinψ5


A23 =


sinφ1 cosψ1 0
− cosφ1 cosψ2 0
0 sinφ3 cosψ3 sinψ4
0 cosφ4 sinψ5e
iθ1


A24 =


0 0 sinψ1
sinφ2 sinψ2 0 0
− cosφ2 cosψ4 sinψ3 sinφ4 0
0 cosψ5e
iθ2 0


Ñòðîêè ìàòðèöû D îðòîíîðìèðîâàíû, åñëè äîïîëíèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå (îçíà÷àþùåå îðòîãîíàëüíîñòü 3-é è 4-é ñòðîê):
cosφ3 sinφ4 cosψ3 sinψ4 sinψ5 + sinφ3 cosφ4 cosψ3 sinψ4 sinψ5e
iθ1
+ sinψ3 sinψ4 cosψ5e
iθ2 = 0.
(20)
Ýòî ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî äâóì âåùåñòâåííûì, òàê ÷òî èç 11 ïàðàìåòðîâ
φ1 − φ4, ψ1 − ψ5, θ1, θ2 íåçàâèñèìûìè ÿâëÿþòñÿ 9 = |Qv|+ 1.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïî îñíîâå D ïðåäñòàâëåíèÿ T ìàòðèöû A11, A12, A34,
A35 (ðàíåå ÷àñòè÷íî ïðèâåäåííûå) íàõîäÿòñÿ îäíîçíà÷íî.
Òàê èç îðòîñêàëÿðíîñòè ñòîëáöîâ ìàòðèöû
[
A24
A34
]
(ò.å. èç ðàâåíñòâà
A∗24A24 +A
∗
34A34 = χb3Ib3 ) ñëåäóåò, ÷òî
a287 + a
2
47 + a
2
54 = a
2
39
a87a88 + a54a58 = 0
a278 + a
2
88 + a
2
58 + a68a68 = a
2
39.
Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ïîñëåäîâàòåëüíî è îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ ýëåìåíòû a87,
a88, a78. Èç îðòîñêàëÿðíîñòè ñòðîê ìàòðèöû
[
A34 A35
]
(ò.å. èç ðàâåíñòâà
A34A
∗
34 +A35A
∗
35 = χb2Ib2 ) ñëåäóåò, ÷òî
a278 + a
2
7,10 = a
2
87 + a
2
88 + a
2
8,10
a78a88 + a7,10a8,10 = 0,
îòêóäà îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ ýëåìåíòû a7,10 è a8,10.
Orthosalar representations of quivers 19
Ïàðàìåòðèçóåì ñòîëáöû ìàòðèöû
[
A12
A22
]
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
[
A12
A22
]
=


0 x sinα2 sinβ2 −x sinβ3
x sinβ1 −x cosα2 sinβ2 0
x cosα1 cosβ1 0 0
x sinα1 cosβ1 x sinα3 cosβ2 0
0 x cosα3 cosβ2 x sinα4 cosβ3
0 0 x cosα4 cosβ3


,
çäåñü x > 0.
Ïîêàæåì, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû A12 ýëåìåíòàìè ìàòðèöû A22 îïðå-
äåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî. Òàê êàê x cosα1 cosβ1 = a32, x sinα1 cosβ1 = a42, òî
x2 cos2 β1 = a
2
32+a
2
42. Àíàëîãè÷íî, x
2 cos2 β2 = a
2
43+a
2
53 è x
2 cos2 β3 = a
2
54+a
2
64.
Ïîýòîìó
x sinβ1 =
√
x2 − (a232 + a242)
x sinβ2 =
√
x2 − (a243 + a253)
x sinβ3 =
√
x2 − (a254 + a264)
Èç îðòîãîíàëüíîñòè ñòîëáöîâ ìàòðèöû
[
A12
A22
]
ñëåäóåò
−x2 sinβ1 sinβ2 cosα2 + a42a43 = 0
−x2 sinβ2 sinβ3 sinα2 + a53a54 = 0
Ïîýòîìó
cosα2 =
a42a43√[
x2 − (a232 + a242)
] · [x2 − (a243 + a253)]
sinα2 =
a53a54√[
x2 − (a254 + a264)
] · [x2 − (a243 + a253)]
Çíà÷åíèå x = χa3 îïðåäåëÿåòñÿ ïî îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîçíà÷íî: åñ-
ëè A22 óíèòàðíî ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå diag{r1, r2, r3}, ri ≥ 0, òî x = max
i
ri
(ýòî ëåãêî ïîëó÷èòü, äèàãîíàëèçèðóÿ ìàòðèöû A12, A22 óíèòàðíûìè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿìè, ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ îðòîñêàëÿðíîñòü ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ). Ýëåìåíòû a11, a21 îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ ïî ìàòðèöå A12 (àíàëîãè÷íî
òîìó, êàê íàõîäÿòñÿ ¹ëåìåíòû a7,10, a8,10 ïî ìàòðèöå A34).
e) Ïóñòü G = E˜8; ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçäåëåííûé êîë÷àí èìååò âèä
❜ r ❜ r ❜ r ❜
❜
r✲✛ ✲ ❄✛ ✲✛ ✲
a1 a2 a3 a4 a5 z b2 b1
c1
20 Roiter A.V. , Kruglyak S.A. and Nazarova L.A.
Êàê èçâåñíî,
3
δ eE8 = 1 2 3 4 5 6 4 2
Ïóñòü T  íåðàçëîæèìîå îðòîñêàëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå êîë÷àíà Q â ðàç-
ìåðíîñòè δ eE8 ,
T =


A11 A12 0 0 0
0 A22 A23 0 0
0 0 A33 A34 A35
0 0 0 0 A45

 ,
ãäå
A11 = Ta2,a1 ; A12 = Ta2,a3 ; A22 = Ta4,a3 ; A23 = Ta4,a5 ;
A33 = Tz,a5 ; A34 = Tz,c1 ; A35 = Tz,b2 ; A45 = Tb1,b2 .
Äîïóñòèìûìè óíèòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê è ñòîëáöîâ íåêîòî-
ðûå ìç åëåìåíòîâ ìàòðèöû T ïðåîáðàçóåì â íóëè, íåêîòîðûå èç åëåìåíòîâ
ñòàíóò ðàâíûìè íóëþ â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòü ñòðîê è ñòîáëöîâ âíóòðè ïî-
ëîñ. Ñëåäóÿ ïðåäûäóùèì äîãîâîð¼ííîñòÿì îá îáîçíà÷åíèÿõ, ìàòðèöó T ìîæ-
íî ïðèâåñòè ê âèäó, ïðè êîòîðîì
[
A11 A12
0 A22
]
=


a11 > 0 a12 > 0
−→
0 26
−→
0 26
0↓27 O|25 a23 > 0 a24 < 0
0 a32 > 0 021 021
0 0↓ a43 > 0 023
0 0↓ a53 > 0 a54 > 0
0 0↓ 0↓24 a64 > 0


[
A23
A33
]
=


a35 > 0
−→
0 17
−→
0 17
−→
0 17
−→
0 17
0|16 a46 > 0 a47 < 0 −→0 19 −→0 19
0|16 0|18 a57 > 0 a58 < 0 −→0 21
0|16 0|18 0|20 a59 > 0 a69 < 0
a75 > 0
−→
0 2
−→
0 2
−→
0 2
−→
0 2
0|1 a86 ≥ 0 06 06 06
0|1 a96 ≥ 0 a97 ≥ 0 07 07
0|1 0|7 a10,7 ≥ 0 a10,8 ≥ 0 011
0|1 0|7 0|10 a11,8 ≥ 0 a11,9 ≥ 0
0|1 0|7 0|10 a12,9 ≥ 0 a12,9 ≥ 0


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[
A34 A35
0 A45
]
=


a7,10 > 0 02 02 a7,13 > 0 02 02 02
a8,10 > 0
−→
0 6
−→
0 6 a8,13 < 0 a8,14 > 0
−→
0 6
−→
0 6
0|3 a9,11 > 0 07 0↓4 a9,14 < 0 −→0 9 −→0 9
0|3 a10,11 < 0 013 0↓4 0↓8 a10,15 > 0 014
0|3 0↓14 a11,12 ≥ 0 0↓4 0↓8 a11,15 < 0 a11,16 ≥ 0
0|3 0↓14 a12,12 0↓4 0↓8 0↓15 a12,16
0 0 0 a13,13 > 0 a13,14 > 0 05 05
0 0 0 0↓5 0↓5 a14,15 > 0 a14,16 > 0


Îñíîâó ïðåäñòàâëåíèÿ D =
[
A33 A34 A35
]
ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì
a75 = sinψ1, a7,10 = cosφ1 cosψ1, a7,13 = sinφ1 cosψ1
a86 = sinφ2 sinψ2, a8,10 = sinφ1 cosψ2, a8,13 = − cosφ1 cosψ2,
a8,14 = cosφ2 sinψ2
a96 = cosφ2 sinψ3, a97 = sinφ3 cosψ3, a9,11 = cosφ3 cosψ3;
a9,14 = − sinφ2 sinψ3
a10,7 = cosφ3 sinψ4; a10,8 = sinφ4 cosψ4; a10,11 = − sinφ3 sinψ4;
a10,15 = − cosφ4 cosψ4
a11,8 = cosφ4 cosψ4 cosψ5; a11,9 = cosφ5 sinψ5; a11,12 = sinφ5 sinψ5;
a11,15 = sinφ4 cosψ4 cosψ5; a11,16 = sinψ4 cosψ5
a12,9 = cosφ6 cosψ6; a12,12 = sinφ6 cosψ6e
iθ1 ; a12,16 = − sinψ6eiθ2 .
Ñòðîêè ìàòðèöû D îðòîíîðìèðîâàíû, åñëè äîïîëíèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå (îçíà÷àþùåå îðòîãîíàëüíîñòü 5-é è 6-é ñòðîê):
cosφ5 cosφ6 sinψ5 cosψ6 + sinφ5 sinφ6 sinψ5 cosψ6e
iθ1
− sinψ4 cosψ5 sinψ6eiθ2 = 0.
Ýòî ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî äâóì âåùåñòâåííûì.
Êðîìå òîãî èç îðòîñêàëÿðíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäóåò ðàâåíñòâî äëèí
ñòîëáöîâ (êàê âåêòîðîâ â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå) ìàòðèöû A34, ïîýòîìó èìå-
åì åùå 2 ñîîòíîøåíèÿ:
cos2 φ1 cos
2 ψ1 + sin
2 φ1 cos
2 ψ2 = cos
2 φ3 cos
2 ψ3 + sin
2 φ3 sin
2 ψ4
è cos2 φ1 cos
2 ψ1 + sin
2 φ1 cos
2 ψ2 = sin
2 φ5 sin
2 ψ5 + sin
2 φ6 cos
2 ψ6.
Òàêèì îáðàçîì èç 14 ïàðàìåòðîâ φ1 − φ6, ψ1 − ψ6, θ1, θ2 íåçàâèñèìûìè ÿâ-
ëÿþòñÿ 10 = |Qv|+ 1.
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Òàêæå, êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïî îñíîâå D
ïðåäñòàâëåíèÿ T ìàòðèöû A11, A12, A22, A23, A45 (ðàíåå ÷àñòè÷íî ïðèâåäåí-
íûå) íàõîäÿòñÿ îäíîçíà÷íî.
Çàìå÷àíèå 2. Íåðàçëîæèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðàñøèðåííûõ ãðàîì Äûíêèíà
â êàòåãîðèè ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ èçó÷åíû â [16℄,[17℄.
Êàê è äëÿ êàòåãîðèè ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ, ðàçìåðíîñòè íåðàçëîæèìûõ
îðòîñêàëÿðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ýòèõ ãðàîâ íå îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè. Â
ðàçìåðíîñòè, ÿâëÿþùåéñÿ äåéñòâèòåëüíûì êîðíåì ãðàà, ïðè èêñèðîâàí-
íîì õàðàêòåðå, íåðàçëîæèìîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî. Äëÿ ðàçìåðíîñòåé,
ÿâëÿþùèõñÿ ìíèìûìè êîðíÿìè ãðàà, íåðàçëîæèìûå îðòîñêàëÿðíûå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ, â îòëè÷èå îò ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêîãî ñëó÷àÿ, ñóùåñòâóþò òîëüêî
â ðàçìåðíîñòè ñîâïàäàþùåé ñ ìèíèìàëüíûì ïîëîæèòåëüíûì ìíèìûì êîð-
íåì, íî òàêæå çàâèñÿò, ïðè èêñèðîâàííîì õàðàêòåðå, îò îäíîãî (êîìïëåêñ-
íîãî) ïàðàìåòðà.
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